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Resumen
La siguiente investigación se enfoca en el planteamiento y estudio de modelos matemáti-
cos que representan el crecimiento y control óptimo poblacional del Aedes aegypti, mosquito
transmisor del virus de la enfermedad del dengue. Dichos modelos son planteados mediante
sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales, que incluyen ecuaciones diferenciales ordi-
narias y con retardo de tiempo en las variables de estado. Para el estudio de estos modelos se
tiene en cuenta un análisis de estabilidad y/o algunos resultados numéricos de las soluciones.
Palabras clave: (Dengue, Aedes aegypti, Control óptimo, Máximo de Pontryagin, Análi-
sis de sensibilidad, Análisis de estabilidad, Ecuaciones diferenciales con retardo).
Abstract
This research is focused in the study of mathematical systems which model the growth
and optimal control of Aedes aegypti mosquito population. This insect is responsible for the
dengue disease virus transmission. The corresponding mathematical models are systems of
nonlinear differential equations with and without time-delay in the state variables. In the
study we apply stability analysis and sometimes also numerical methods are used.
Keywords: (Dengue, Aedes aegypti Optimal control, Pontryagin máximum, Sensibility
analysis, Stability analysis, Delay differential equations)
xiii
Introducción
En la actualidad, el dengue constituye uno de los problemas más importantes en salud
pública en el mundo, ya que según la Organización Mundial de la Salud, alrededor de los dos
quintos de la población mundial corren el riesgo de contraerlo y hasta el momento no hay
una vacuna que brinde inmunidad permanente. A nivel científico, los modelos matemáticos
han sido de gran ayuda para establecer medidas eficaces de control y erradicación de esta
enfermedad, basándose principalmente en disminuir la población del mosquito transmisor.
La siguiente investigación se centra en el estudio del crecimiento poblacional del mosquito
transmisor del virus del dengue mediante modelos matemáticos de autoría propia con el
fin de analizarlos y establecer las mejores estrategias de control que ayuden a erradicar la
propagación del virus en la población humana.
En el primer capítulo se presentan algunos aspectos epidemiológicos de la enfermedad que
nos dan las pautas necesarias para el planteamiento de los modelos. En el segundo capítulo
se plantea y analiza un modelo matemático que representa la dinámica de crecimiento del
mosquito. En el tercer capítulo se plantea y analiza un modelo matemático en el que se
tiene en cuenta el tiempo que tarda el mosquito en pasar del estado inmaduro al estado
maduro. En el cuarto capítulo se establecen las mejores estrategias de control poblacional del
mosquito para el modelo planteado en el segundo capítulo y finalmente, en el quinto capítulo
se plantea e ilustra numéricamente un modelo que representa la dinámica de transmisión de
la enfermedad incluyendo el ciclo de vida del mosquito y su relación con la población humana.
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1. Aspectos epidemiológicos
El dengue es una efermedad viral transmitida al hombre mediante la picadura de mosquitos
de la familia Aedes, en particular la especie aegypti ; sin embargo, se han registrado casos
de transmisión por parte de mosquitos de la especie albopictus, el cual es también portador
del virus de la fiebre amarilla. Existen tres tipos de esta enfermedad: dengue clásico (DC),
dengue hemorrágico (DH) y síndrome de choque por dengue (SCD).
El término dengue se originó en América entre 1827 y 1828, a raíz de una epidemia en el
Caribe con fiebre y erupciones en la piel. Se cree que esta epidemia se originó en África donde
la llamaban dinga o dyenga, homónimo del swahili ki denga pepo que significa ataque repenti-
no provocado por un espíritu malo (mosquito). El reporte más antiguo de esta enfermedad
data de la Enciclopedia China de Síntomas de las Enfermedades y Remedios, publicada por
primera vez durante la Dinastía Jin (265-420) [24].
A finales del siglo XX el dengue en las Américas fue catalogado como uno de los problemas
más importantes en salud pública, debido a la rápida propagación del vector en la región.
Desde entonces se han venido desarrollando diferentes campañas de erradicación del mosquito
bajando la tasa de transmisión en la población. Sin embargo, este mecanismo no ha sido
suficiente, ya que a medida que pasa el tiempo la enfermedad tiende a propagarse con más
rapidez en las regiones tropicales [20].
Las primeras epidemias compatibles con el DC en Latinoamérica y el Caribe ocurrieron en
las Antillas Francesas en 1635 y en Panamá en 1699, mucho antes de los primeros reportes
clínicos encontrados en la literatura médica entre 1779 y 1780. El DH fue descrito por
primera vez como una entidad clínicamente definida en Filipinas en 1954. En las dos últimas
décadas previas al siglo XXI, el dengue vuelve a tomar notoriedad en las Américas con el
brote epidémico de dengue hemorrágico en Cuba (1981), marcándola como una enfermedad
emergente en las Américas, seguido del segundo gran brote durante el intervalo diciembre de
1989 a abril de 1990 en Venezuela; hitos que indicarían la propagación progresiva de dicha
enfermedad como un fenómeno emergente en la región, asociada a la reemergencia del dengue
en América del Sur [11, 24].
Probablemente entre 1987 y 1988 se produjo el primer brote de la enfermedad en Améri-
ca Central, América del Sur y las islas del Pacífico, aunque en Colombia en 1978 ya se
habían presentado algunas infecciones similares por el mosquito Aedes albopictus en Letícia
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(Amazonas) [20].
El primer caso de dengue hemorrágico en Colombia se presentó en Puerto Berrio (Antioquia)
en el año de 1989, siendo éste la base de propagación en todo el país. Desde entonces se ha
observado un alto índice de incremento de esta enfermedad, llegando a infectarse gran parte
de la población [20].
Finalmente, el dengue en América ha tenido un incremento significativo en los últimos veinte
años debido a los profundos y desestabilizados cambios climáticos que alteran el ecosistema
y por ende propician la reproducción del mosquito. Según la Organización Panamericana de
la Salud, la transmisión del dengue ha aumentado significativamente en nuestra región y hoy
en día más de la mitad de la población mundial corre el riesgo de infectarse.
1.1. Enfermedad del dengue
El dengue, como se ha indicado anteriormente, es una enfermedad viral transmitida al
hombre por la picadura del mosquito Aedes aegypti, catalogandose como una enfermedad
grave similar a la gripe que afecta a los lactantes, niños pequeños y adultos. Esta enfer-
medad es causada por cuatro serotipos estrechamente relacionados: DEN-1, DEN-2, DEN-3
y DEN-4. Después de recuperarse de uno de ellos, el paciente adquiere inmunidad permanente
contra ese serotipo, pero sólo inmunidad temporal contra los otros tres [20].
Las características clínicas en las personas varían dependiendo la edad y su organismo,
generalmente el período de incubación es de 7 días, aunque el rango varia de 3 a 14 días.
El DC se caracteriza por presentar fiebre leve en algunos casos, o fiebre muy alta en otros. La
característica típica de esta fiebre es que la temperatura del cuerpo inicia muy alta, baja por
un tiempo y repentinamente vuelve a subir, acompañada de fuertes dolores de cabeza, dolor
en la articulaciones y músculos, vómito y erupciones en la piel. El paciente presenta una
reducción significativa de globulos blancos (leucopenia) del cual puede recuperarse después
de una larga lucha, quedando una fatiga prolongada y/o depresión [11, 24].
El DH tiene síntomas mucho más graves, además de los que se presentan en el DC, genera
letardo, somnolencia y hemorragias. La tendencia del sangrado es causada por la fragilidad
capilar y el número bajo de plaquetas en la sangre (trombocitopenia). Puede presentarse
como pequeñas hemorrágias en la piel (petequias) y en la mayoría de los casos sangrado de
encías y estómago [11, 24].
El paciente con DH presenta un agrandamiento del hígado y mala circulación, en casos más
graves puede desarrollar SCD. Los primeros síntomas de este tipo son el fallo grave de la
circulación ocasionando manchas en la piel, seguido de severos dolores abdominales y un
estado de shock sin presión arterial detectable o pulso. Aproximadamente el 44% de los
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Figura 1-1.: Síntomas de la enfermedad [23]
pacientes mueren a causa del SCD en menos de 24 horas, pero con un tratamiento inmediato
adecuado pueden recuperarse [11, 24].
Un diagnóstico oportuno por laboratorio es escencial para el tratamiento eficaz de una per-
sona infectada con el virus del dengue. Éste se debe realizar entre las 48 y 96 horas de
haber sido infectado, obteniendo una muestra de sangre para realizar un estudio hemáti-
co con el fin de obtener un aislamiento viral y medición de anticuerpos contra el dengue.
Cuando el paciente desarrolla fiebre, el virus se encuentra abundante en el sistema circula-
torio, especialmente en células y tejidos del sistema inmune. El virus puede ser detectado
utilizando anticuerpos y se han usado cinco pruebas serológicas en el diagnóstico: inhibi-
ción de la hemaglutinación, fijación de complemento, neutralización, prueba de inmuno-
captura enzimática de la inmunoglobulina M (MAC-ELISA) e inmunoglobulina indirecta
IgG (ELISA). El aumento de anticuerpos específicos (cuatro veces o más) en las muestras
serológicas tomadas, dan lugar al diagnóstico inequívoco de la enfermedad [11, 23].
1.1.1. El mosquito transmisor
El vector causal de la enfermedad del dengue es un mosquito antrópodo del género Aedes
(Culicidae, Diptera) con más de 500 especies, pero las que han sido incriminadas como
agentes transmisores de esta enfermedad son la albopictus y la aegypti, siendo esta última la
de mayor distribución a nivel mundial.
El Aedes aegypti, causante principal de la enfermedad es de origen Africano (Etiopía) y se
conocen tres variedades principales: Ae. aegypti, var. aegypti, Ae. aegypti, var. formosus y
Ae. aegypti, var. queenslandensis. La variante aegypti es la más distribuida en el mundo y
la que persiste en nuestra región. La variante formosus se encuentra en regiones africanas
1.1 Enfermedad del dengue 5
y difiere en su taxonomía y biología selvática. Por su parte, la variente queenslandensis es
parecida a la aegypti en casi todos los aspectos, pero es menos común [11].
Figura 1-2.: Mosquito Aedes aegypti [www.orientar.blogspot.com]
El mosquito Ae. aegypti adulto es de color negro, con manchas blancas-plateadas en el dorso
del tórax y un característico diseño en forma de lira en tarso, tibia y fémures de las patas.
Es de carácter doméstico, cuya distribución geográfica es de los 450 latitud norte hasta los
350 latitud sur, se cria en climas tropicales húmedos por debajo de los 2200 metros sobre el
nivel del mar; pica con mayor frecuencia entre las 06:00 a 08:00 horas y las 17:00 a 19:00
horas del día. El mosquito hembra es quien transmite el virus a los humanos, sin embargo no
es el único, el Ae. albopictus transmite el virus en áreas donde el Ae. aegypti esta ausente,
ya que posee una mayor termotolerancia a descensos de temperatura ambiental [23].
El ciclo de vida del mosquito Ae. aegypti es de forma holometába (metamorfósis completa)
y comprende: el huevo, cuatro estados larvarles (L1, L2, L3 y L4), un estado de pupa y el
mosquito adulto. Las tres primeras corresponden a la etapa acuática (mosquito inmaduro)
y la última a la etapa aérea (mosquito maduro) (Figura 1-3).
Los huevos miden aproximadamente un milímetro de longitud y son inicialmente de color
blanco que al poco tiempo se tornan de color negro, son depositados uno a uno en forma
aislada por las hembras en ovoposiciones de 100 a 500 al ras del agua quedando adheridos
a las paredes del recipiente. En promedio, pasan al estado larval al cabo de 48 horas en
ambientes cálidos y húmedos, o 72 horas cuando la temperatura es baja. Pueden soportar
largos períodos de sequedad, y eclosionan rápidamente cuando se vuelven a mojar [11, 23, 24].
Las larvas son acuáticas y se alimentan todo el día de cualquier materia orgánica acumulada
en las paredes y el fondo del recipiente utilizando sus sedas buvales en forma de aba. Despúes
de las tres fases (L1, L2 y L3), la cuarta (L4) se transforma en pupa [11, 23, 24].
La pupas son acuáticas y megacéfalas (cabezonas), no se alimentan y al igual que los
huevecillos, cambian de color al madurar (de café claro a negro). Se desplazan activamente
6 1 Aspectos epidemiológicos
Figura 1-3.: Ciclo de vida Aedes aegypti [www.eps-salud.com.ar]
por todo el criadero y cuando están inactivas, flotan en la superficie. Este estado dura
aproximadamente de 2 a 3 días, desarrollandose cerca del 88% a la fase adulta. En condi-
ciones favorables de temperatura, disponibilidad de alimentos y concentración larvaria, el
intervalo entre la eclosión y la pupación dura 5 días aproximadamente, mientras que el ciclo
completo de huevo a adulto dura de 10 a 13 días en promedio [11, 23, 24].
El mosquito al emerger del estado pupal, se queda quieto durante unos minutos para re-
conocer el lugar y tomar aire del nuevo habitat. El Ae. aegypti adulto llega a medir hasta
5 milimetros y en promedio vive de 2 a 4 semanas, la mayoría muere por muerte violenta
siendo comida de aves, arañas y otros predadores, o por efecto del viento, lluvias o sequías.
Sin embargo, en condiciones favorables puede llegar a vivir hasta 60 dias [11, 23, 24].
Figura 1-4.: Metamorfosis Aedes aegypti [www.noplagas.blogspot.com]
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El mosquito hembra posee un aparato bucal adaptado para perforar la piel y aspirar la
sangre y jugos tisulares, mientras que el mosquito macho no posee este aparato bucal, la
fuente energética para los procesos reproductivos los toma de los azúcares del nectar de las
plantas. Las hembras se alimentan de sangre para madurar sus huevecillos y para obtener
fuentes de energía alterna. La ovoposición y los estados larvarios se desarrollan en depósitos
de agua generalmente límpia formados en objetos abandonados o en recipientes destinados
al almacenamiento de agua para el consumo humano tales como baldes, tarros, latas, etc.
[11, 24].
1.1.2. El virus
El dengue es causado por un virus ubicado en el género Flavivirus de la familia Flaviviridae,
esta familia incluye más de 70 agentes virales, de los cuales mas de 30 causan enfermedades
infecciosas en los humanos, tales como el virus de la fiebre amarilla, del nilo occidental, la
hepatitis C, entre otros. Las denominaciones Flavivirus y Flavividae vienen del latín flavus
que significa amarillo y fue asociado inicialmente al virus de la fiebre amarilla. Según el
Comité Internacional de Taxonomía del Virus es recomendable utilizar la abreviatura DENV
para referirse al virus, seguido de un guión y un número de acuerdo al serotipo que se trate
(DENV-1 a DENV-4) [11, 12].
Figura 1-5.: Virus del dengue [15]
El virus mide de 40 a 50 nm de diámetro con cápside icosahédrica y genoma de ARN no
segmentado, de cadena sencilla con polaridad positiva, lo cual puede funcionar como ARN
mensajero, por lo que al introducirse en la célula hospedera es traducido directamente. Se
adhiere a las células eucariotas, ingresa a ellas por viropexis, se replica en el citoplasma
y se ensambla en el retículo endoplásmico. Su genoma codifica una poliproteína que es
luego procesada en 10 polipéptidos: 3 estructurales (una proteína de nucleocápside C, una
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membranosa prM y una glicoproteína de envoltura E: hemaglutinante y de adherencia) y 7
no estructurales (NS1, NS2A, NS2B, NS3, NS4A, NS4B Y NS5), de los cuales se destaca
NS1, que puede inducir como E, una respuesta inmune protectora (Figuras 1-5 y 1-6). Se
reconocen por variación de la proteína E, 4 tipos antigénicos (llamados DEN-1, DEN-2,
DEN-3 y DEN-4) sobre la base de ensayos de neutralización del efecto citopático [11, 12, 15].
Figura 1-6.: Mapa genómico del virus del dengue [15]
1.2. Mecanismos de control
En la actualidad diez posibles vacunas tetravalentes (inmunidad temporal o permanente con-
tra los cuatro serotipos del virus) están en estudio y de las cuales una es la más prometedora
(desarrollada por Sanofi Pasteur), pero la limitación en los conocimientos que se tienen sobre
la patogénesis de la enfermedad y las respuestas inmunitarias hacen lento su desarrollo. Sin
embargo, ha sido evaluada en niños y adultos en países no endémicos como Estados Unidos
y endémicos como México y Filipinas (estudio clínico en fases I y II), teniendo una respuesta
inmunológica contra los cuatro serotipos después de tres dosis de aplicación. Próximamente
se iniciará la fase III, que incluye la aplicación en mas pacientes niños y adultos del resto de
países endémicos [11, 12].
El temor más grande en patentar la vacuna candidata de Sanofi Pasteur (fase IV), es la
seguridad de la vacuna y los efectos secundarios que ésta puede ocasionar en pacientes de
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países endémicos, así que por el momento la única forma de controlar la enfermedad del
dengue es la erradicación de mosquito transmisor en el medio [12].
En la década de los 50, la Organización Panamericana de la Salud coordinó una campaña de
erradicación del mosquito en Latinoamérica, pero lamentablemente no fue total, los países
que lo habían logrado se volvieron a infestar de aquellos que no lo hicieron como Esta-
dos Unidos, Venezuela, Cuba y otras islas del Caribe. El fracaso de la campaña ocurrió
por muchas razones, tales como la mala coordinación en algunos países, la resistencia del
mosquito a los insecticidas y larvicidas, los costos elevados en la aplicación del control, entre
otros. Hoy en día, si bien la erradicación del mosquito es de interés global, cada país lucha
independientemente por su eliminación a nivel local, debido a los inconvenientes presentados
anteriormente [20].
En resumen, en la utilización de mecanismos de control para la erradicación del mosquito se
emplean tres tipos:
Control mecánico o preventivo: Se basa estrictamente en la gestión del medio, es
decir, inclusión de programas comunitarios para que los habitantes de zonas en riesgo
hagan una eliminación adecuada de los recipientes tales como baldes, tarros, latas, etc.
los cuales son utilizados por los mosquitos hembra como criaderos y general la mejora
de las prácticas de almacenamiento de agua potable.
Control químico: Se basa en la aplicación de productos químicos como insecticidas
y larvicidas, regulándolos a la sensibilidad de los mosquitos para asegurar una elección
apropiada. Entre los más importantes están: Malathion (insecticida, excelente para
controlar larvas y adultos) y Temephos 1% (larvicida abate).
Control biológico: Se basa en la utilización de otros seres vivos que sirven como
depredadores del mosquito, entre los cuales están: mosquitos que en estado larval
depredan otras larvas (Toxorhynchites), peces larvívoros (Gambussia affinis, Poecilica
reticulata, tilapia), bacterias que producen la muerte a la larva (Bacillus thuringiensis)
y organismos microscópicos como protozoarios.
Científicos de la Colorado State University lograron crear mosquitos con células incapaces
de reproducir el virus del dengue, sin embargo este mecanismo de control es poco adecuado
debido a que deben pasar varios años para que éste funcione eficazmente [19].
No hay duda acerca de la necesidad de contar con una vacuna que brinde inmunidad total
o parcial contra los cuatro serotipos del virus. Factores como la falta de un animal que
reproduzca la enfermedad han impedido la elaboración de esta vacuna, y se prevee que de 5
a 10 años se pueda contar con una, por lo que en la actualidad, la erradicación del mosquito
es la alternativa más viable para controlar esta enfermedad.
2. Modelo de crecimiento poblacional
del Aedes aegypti
En este capítulo se plantea y analiza un modelo matemático mediante un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias no lineal que representa la dinámica de crecimiento del mosquito
Aedes aegypti. Se hallan las soluciones de equilibrio del modelo en términos de su umbral
de crecimiento y en cada una, se hace un análisis de su estabilidad. Además, se realiza un
análisis de sensibilidad del umbral de crecimiento y la solución de coexistencia en términos
de los parámetros involucrados en el planteamiento del modelo.
Finalmente, con datos tomados de [1, 5, 8] se presentan resultados numéricos de las soluciones
del sistema, los cuales se obtienen mediante algoritmos implementados en el software Matlab
utilizando el integrador ODE45, que corresponde a un código que implementa un método de
un paso conocido como la fórmula explícita de Runge-Kutta[22]. En los gráficos presentados
en este capítulo y en los que siguen, la unidad de tiempo es en días y al hallar las soluciones
numéricas de los modelos se utiliza el mismo integrador.
Para el planteamiento del modelo, se tiene en cuenta el número promedio de mosquitos
maduros e inmaduros y sus respectivas variaciones, incluyendo sus tasas de transición.
Sean x(t) e y(t) el número promedio de mosquitos maduros e inmaduros (huevos, larvas y
pupas) en un tiempo t, respectivamente. Sean además,
k : capacidad de carga de los criaderos.
δ : tasa de desarrollo de estado inmaduro a estado maduro.
φ : tasa de ovoposición de mosquitos hembra.
ǫ : tasa de muerte de los estados inmaduros por factores ambientales.
σ : tasa de muerte de los mosquitos maduros.
El comportamiento del crecimiento del mosquito relacionando las variables y parámetros an-
teriormente expuestos, se muestra en la Figura 2-1. Así, el modelo matemático que representa
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Figura 2-1.: Diagrama de compartimientos del mosquito
la dinámica de crecimiento del mosquito es
x˙(t) = δy(t)− σx(t)
y˙(t) = φx(t)
(
1−
y(t)
k
)
− (ǫ+ δ) y(t)
(2-1)
con condiciones iniciales x(0) = x0 e y(0) = y0. Definido en el conjunto de interés biológico:
Ω =
{
(x, y) ∈ R2/ x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ k
}
Teorema 2.0.1. El conjunto Ω es una región positivamente invariante para el sistema (2-1).
Demostración. Para demostrar que el conjunto Ω es positivamente invariante para el sistema
(2-1), se debe mostrar que toda solución de (2-1) se mantiene en Ω a medida que transcurre
el tiempo. Para ello, basta con demostrar que el campo vectorial sobre la frontera de Ω
apunta hacia el interior del mismo.
La frontera de Ω está definida por el conjunto
∂Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3
donde Ω1 = {(x, y) ∈ R2/ x ≥ 0, y = 0}, Ω2 = {(x, y) ∈ R2/ x = 0, 0 ≤ y ≤ k} y
Ω3 = {(x, y) ∈ R
2/ x ≥ 0, y = k}.
Para visualizar el campo vectorial, a cada punto X0 = (x0, y0) ∈ ∂Ω se le asigna el vector
f(X0) (f(X) representa el lado derecho de las ecuaciones del sistema (2-1)), dibujando f(X0)
como un vector basado en X0. Se llamará a
→
v el vector que va desde X0 hasta X0 + f(X0),
como se ilustra en la Figura 2-2.
Sea X0 ∈ ∂Ω,
(i) Si X0 ∈ Ω1, basta con mostrar que la segunda componente de
→
v es positiva. Efectiva-
mente, se tiene que X0 = (x0, 0) y X0 + f(X0) = ((1− σ)x0, φx0). Dado que φ > 0 y
x0 ≥ 0, entonces φx0 > 0.
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Figura 2-2.: Conjunto Ω
(ii) Si X0 ∈ Ω2, basta con mostrar que la primera componente de
→
v es positiva. Efectiva-
mente, se tiene que X0 = (0, y0) y X0 + f(X0) = (δy0, (1− ǫ− δ)y0). Dado que δ > 0
y 0 ≤ y0 ≤ k, entonces δy0 > 0.
(iii) Si X0 ∈ Ω3, basta con mostrar que la segunda componente de
→
v es menor que k.
Efectivamente, se tiene que X0 = (x0, k) y X0+f(X0) = (δk + (1− σ)x0, k(1− ǫ− δ)).
Dado que k > 0 y 0 ≤ 1− ǫ− δ ≤ k, entonces 0 ≤ (1− ǫ− δ)k ≤ k.
De (i), (ii) y (iii) tenemos que si X0 ∈ ∂Ω, entonces
→
v apunta hacia el interior de Ω.
2.1. Puntos de equilibrio y análisis de estabilidad
Los puntos de equilibrio del sistema (2-1) se obtienen igualando a cero la parte derecha de
cada una de las ecuaciones, es decir, hallando la solución del sistema homogéneo,
δy(t)− σx(t) = 0
φx(t)
(
1−
y(t)
k
)
− (ǫ+ δ) y(t) = 0
Cálculos directos, muestran que sus soluciones son
E1 = (0, 0) y E2 = (x
∗, y∗)
donde
x∗ =
δk(h− 1)
σh
, y∗ =
k(h− 1)
h
con h =
φδ
σ(ǫ+ δ)
, h > 0
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A E1 se le llama equilibrio trivial y a E2 equilibrio de coexistencia de la población. Dado
que 1
ǫ+δ
representa la duración promedio del estado inmaduro y δ la tasa de desarrollo a
estado maduro, entonces δ
ǫ+δ
representa la proporción de mosquitos hembra que sobreviven
al estado inmaduro y pasan al estado adulto. Así mismo, dado que 1
σ
es la esperanza de vida
del mosquito adulto y φ es la tasa de ovoposición de mosquitos hembra adultos, entonces
φ
σ
es la proporción de huevos que son ovopositados durante el tiempo de vida del mosquito
hembra. Por lo tanto, h representa el umbral de crecimiento del mosquito. Este número
determina si la población continúa creciendo o en su defecto se elimina del medio.
La matriz jacobiana asociada a la linealización del sistema (2-1) en el punto de equilibrio
genérico (x¯, y¯) es,
J(x¯, y¯) =
(
−σ δ
φ
(
1− y¯
k
)
−φx¯
k
− (ǫ+ δ)
)
2.1.1. Estabilidad del equilibrio trivial
Los siguientes teoremas son resultado del estudio de estabilidad del punto de equilibrio trivial
E1 del sistema (2-1).
Teorema 2.1.1. (Estabilidad local de E1 del sistema (2-1))
Si h < 1, E1 es localmente asintóticamente estable.
Si h > 1, el punto de equilibrio E1 es inestable.
Si h = 1, E1 es un punto de equilibrio No Hiperbólico.
Demostración. Evaluando la matriz J en el equilibrio E1 se obtiene,
J(E1) =
(
−σ δ
φ −(ǫ+ δ)
)
Su traza y determinante son T = −(ǫ + δ + σ) y D = σ(ǫ + δ)(1 − h), respectivamente. Y
por lo tanto,
Si h < 1, entonces T < 0 y D > 0, de donde, por el criterio traza-determinante para
sistemas bidimensionales, el equilibrio E1 es localmente asintóticamente estable.
Si h > 1, entonces D < 0. Luego E1 es inestable.
Por otra parte, el polinomio característico de J(E1) es
P (λ) = λ2 +
(
δ + σ + ǫ+
φδ(h− 1)
σh
)
λ+ σ(ǫ+ δ)(h− 1)
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de donde, si h = 1 los valores propios de J(E1) son λ1 = 0 y λ2 = −(ǫ + δ + σ). Así, el
equilibrio E1 es No Hiperbólico.
La Figura 2-3 muestra las soluciones del sistema (2-1) con h < 1. En ella se observa que el
punto de equilibrio E1 es asintóticamente estable, es decir, la población de mosquitos tanto
maduros como inmaduros decrecen exponencialmente a cero (desaparecen) a medida que
transcurre el tiempo.
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Figura 2-3.: Solución de (2-1): h ≈ 0,82; δ = φ = 0,2; ǫ = σ = 0,143; k = 10000; x0 = 200
e y0 = 150.
Para el caso en que E1 es no hiperbólico, la linealización no es suficiente para analizar su
estabilidad, por ello se recurre al teorema de la variedad central.
Teorema 2.1.2. (Variedad central local de E1 del sistema (2-1))
La solución de equilibrio E1 del sistema (2-1) es estable si h = 1.
Demostración. Los valores propios de J(E1) cuando h = 1 son λ1 = 0 y λ2 = −(ǫ+ δ + σ),
cuyos vectores propios asociados son
→
v 1=
(
1 σ
δ
)T
y
→
v 2=
(
1 −
(
ǫ+δ
δ
))T
, respectivamente.
Por lo tanto, los subespacios estable y central son
ES = span
{(
1
σ
δ
)}
y EC = span
{(
1
− ǫ+δ
δ
)}
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respectivamente. Nótese que dim(ES) + dim(EC) = 2.
Ahora, con los vectores
→
v 1 y
→
v 2 se forma la matriz
Φ =
[
1 1
σ
δ
− ǫ+δ
δ
]
Para obtener así el nuevo sistema de coordenadas(
x
y
)
=
(
1 1
σ
δ
− ǫ+δ
δ
)(
u
v
)
O bien,
x = u+ v,
y =
σ
δ
u−
ǫ+ δ
δ
v
(2-2)
Como
Φ−1 =
1
ǫ+ δ + σ
[
ǫ+ δ δ
σ −δ
]
entonces (
u
v
)
=
(
ǫ+δ
ǫ+δ+σ
δ
ǫ+δ+σ
σ
ǫ+δ+σ
− δ
ǫ+δ+σ
)(
x
y
)
(2-3)
Derivando el sistema (2-3) se obtiene
u˙ =
ǫ+ δ
ǫ+ δ + σ
x˙+
δ
ǫ+ δ + σ
y˙ (2-4)
v˙ =
σ
ǫ+ δ + σ
x˙−
δ
ǫ+ δ + σ
y˙ (2-5)
Sustituyendo los valores de x˙ e y˙ de (2-1) en las ecuaciones (2-4) y (2-5), se obtiene
u˙ = −
δφ
k(ǫ+ δ + σ)
xy (2-6)
v˙ = δy −
σ2 + δφ
ǫ+ δ + σ
x+
δφ
k(ǫ+ δ + σ)
xy (2-7)
Reemplazando los valores de x e y de (2-2) en las ecuaciones (2-6) y (2-7), se hallan las
ecuaciones del sistema de bifurcación
u˙ = Au+ f(u, v)
v˙ = Bv + g(u, v)
(2-8)
donde A = 0, B = −(ǫ + δ + σ), f(u, v) = −ψσu2 − ψ(σ − ǫ − δ)uv − ψ(ǫ + δ)v2 y
g(u, v) = ψσ
k
u2 + ψ
k
(σ − ǫ− δ)uv − ψ
k
(ǫ+ δ)v2, con ψ = φ
k(ǫ+δ+σ)
.
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La primera ecuación del sistema (2-8) representa la variedad central y la segunda, la variedad
estable. Ya que la variedad estable atrae toda solución cercana del sistema (2-1) hacia el punto
de equilibrio E1 entonces, únicamente se hace el estudio de la variedad central.
Usando los resultados de la Definición 2.1.1 de [25], la variedad central para (2-8) se repre-
senta localmente como
W cloc(0) =
{
(u, v) ∈ RC × RS/v = h(u), h(0) = 0, Dh(0) = 0
}
Siendo v = h(u) = m1u2 + m2u3 + O(u4), donde O(u4) representa los términos de u con
grado mayor o igual a 4, entonces Dv = Dh(u) = 2m1u+ 3m2u2 +O(u3).
Al sustituir los valores de u˙ y v˙ de (2-8) en v˙ = Dh(u)u˙, se obtiene
Bv + g(u, v) = Dh(u)[Au+ f(u, v)]
es decir,
−(ǫ+δ+σ)v+
ψσ
k
u2+
ψ
k
(σ−ǫ−δ)uv−
ψ
k
(ǫ+δ)v2 = Dv
[
−ψσu2 − ψ(σ − ǫ− δ)uv − ψ(ǫ+ δ)v2
]
y al sustituir v, se obtiene
− (ǫ+ δ + σ)(m1u
2 +m2u
3 +O(u4)) +
ψσ
k
u2 +
ψ
k
(σ − ǫ− δ)(m1u
2 +m2u
3 +O(u4))u
−
ψ
k
(ǫ+ δ)(m1u
2 +m2u
3 +O(u4))2 =
(
2m1u+ 3m2u
2 +O(u3)
)
[
−ψσu2 − ψ(σ − ǫ− δ)(m1u
2 +m2u
3 +O(u4))u− ψ(ǫ+ δ)(m1u
2 +m2u
3 +O(u4))2
]
Descartando los términos que tienen grado mayor que tres, se obtiene(
ψσ
k
− (ǫ+ δ + σ)m1
)
u2 +
(
ψ
k
(σ − ǫ− δ)m1 + 2ψσm1 − (ǫ+ δ + σ)m2
)
u3 = 0
es decir,
ψσ
k
− (ǫ+ δ + σ)m1 = 0
ψ
k
(σ − ǫ− δ)m1 + 2ψσm1 − (ǫ+ δ + σ)m2 = 0
de donde
m1 =
ψσ
k(ǫ+ δ + σ)
y m2 =
ψ2σ
k(ǫ+ δ + σ)2
(
σ − ǫ− δ
k
+ 2σ
)
Por lo tanto,
v =
ψσ
k(ǫ+ δ + σ)
u2 +
ψ2σ
k(ǫ+ δ + σ)2
(
σ − ǫ− δ
k
+ 2σ
)
u3 +O(u4)
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Considerando la proyección del campo de vectores de (2-8) en v = h(u) sobre EC :
u˙ = f(u, h(u))
es decir,
u˙ = −ψσu2 +O(u3)
obviando los términos de orden mayor o igual a tres, se obtiene que
u˙ = −
φσ
k(ǫ+ δ + σ)
u2
cuya solución es
u(t) =
1
φσ
k(ǫ+δ+σ)
t+ c
, c ∈ R
que representa una familia de hipérbolas que gobiernan el comportamiento de las trayectorias
en la vecindad de la solución estacionaria E1 del sistema (2-1) cuando h = 1.
Puesto que todas las soluciones u(t) se aproximan al equilibrio u¯ = 0 cuando t→ +∞,
entonces todas las soluciones del sistema (2-1) se aproximan al equilibrio E1 cuando t→ +∞.
La Figura 2-4 muestra las soluciones del sistema (2-1) con h = 1. A diferencia de la Figura
2-3, la población de mosquitos maduros e inmaduros tardan más tiempo en desaparecer
del medio, lo cual se debe a que en este caso el punto de equilibrio E1 es estable más no
asintóticamente estable.
Para estudiar la estabilidad global del equilibrio E1 del sistema (2-1), se recurre a la teoría
propuesta por Lyapunov [25], la cual consiste en hallar una función de Lyapunov que gobierna
la dinámica del sistema alrededor de este punto de equilibrio.
Teorema 2.1.3. (Función de Lyapunov para E1 del sistema (2-1))
Si h ≤ 1, la función vectorial V (x, y) = φx + σy es una función de Lyapunov para E1 del
sistema (2-1) en Ω.
Demostración. Sea V : Ω→ R+ una función de clase C1(R) tal que V (x, y) = (α, β) • (x, y)
con (α, β) ∈ R2 y (x, y) ∈ Ω. Es decir,
V (x, y) = αx+ βy
Se debe hallar los valores de α y β de tal forma que V cumpla las condiciones de Lyapunov:
V (0, 0) = α · 0 + β · 0 = 0, para todo (α, β) ∈ R2.
Para que V (a, b) > 0, si (a, b) 6= (0, 0), ∀(a, b) ∈ Ω, se toma α > 0 y β > 0.
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Figura 2-4.: Solución de (2-1): h = 1; δ = 0,2; φ = 0,245245; ǫ = σ = 0,143; k = 10000;
x0 = 200 e y0 = 150.
Como V˙ (x, y) = αx˙+ βy˙, entonces
V˙ (a, b) = α [δb− σa] + β
[
φa
(
1−
b
k
)
− (ǫ+ δ)b
]
= [αδ − β(ǫ+ δ)] b+ [βφ− ασ] a−
βφ
k
ab
= β(ǫ+ δ)
(
αδ
β(ǫ+ δ)
− 1
)
b+ (βφ− ασ)a−
βφ
k
ab
Para que V˙ (a, b) < 0 se hace
αδ
β(ǫ+ δ)
− 1 ≤ 0 y βφ− ασ = 0
es decir,
αδ
β(ǫ+ δ)
≤ 1 y βφ− ασ = 0 (2-9)
Como h = φδ
σ(ǫ+δ)
≤ 1, entonces para que se cumplan las ecuaciones de (2-9), α = φ y
β = σ.
Así,
V (x, y) = φx+ σy
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Teorema 2.1.4. (Estabilidad global de E1 del sistema (2-1))
Si h ≤ 1 el punto de equilibrio E1 del sistema (2-1) es globalmente asintóticamente estable
en Ω.
Demostración. Como E1 es localmente asintóticamente estable cuando h ≤ 1 y además,
V (x, y) = φx+ σy es una función de Lyapunov, entonces,
V (0, 0) = 0
V (x, y) > 0, para todo (x, y) ∈ Ω, (x, y) 6= (0, 0).
V˙ (x, y) = φx˙+ σy˙, es decir,
V˙ (x, y) = φ [δy − σx] + σ
[
φx
(
1−
y
k
)
− (ǫ+ δ)y
]
= φδy − φσx+ σφx−
σφ
k
xy − σ(ǫ+ δ)y
= [φδ − σ(ǫ+ δ)] y −
βφ
k
xy
= σ(ǫ+ δ)
(
φδ
σ(ǫ+ δ)
− 1
)
y −
σφ
k
xy
como h = φδ
σ(ǫ+δ)
≤ 1, el factor φδ
σ(ǫ+δ)
− 1 ≤ 0, entonces V˙ (x, y) ≤ 0.
Ahora, para h = 1, sea
S =
{
(x, y) ∈ R2 : V˙ (x, y) = 0
}
=
{
(x, y) ∈ R2 : x = 0 ∨ y = 0
}
Dado que S ⊂ ∂Ω, se tiene que toda solución del sistema (2-1) que entra a S, salvo el
equilibrio E1, saldrá de S al interior de Ω según lo demostrado en el Teorema 2.0.1.
Por lo tanto, por el Principio de Invarianza de Lasalle [13], E1 es globalmente asintóti-
camente estable en Ω.
2.1.2. Estabilidad del equilibrio de coexistencia
El siguiente teorema es el resultado del estudio de estabilidad local del punto de equilibrio
de coexistencia E2 del sistema (2-1).
Teorema 2.1.5. (Estabilidad local de E2 del sistema (2-1))
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Si h > 1, E2 es localmente asintóticamente estable.
Si h = 1, E2 = E1.
Si h < 1, el punto de equlibrio E2 es inestable.
Demostración. Evaluando la matriz J en el equilibrio E2 se obtiene,
J(E2) =
(
−σ δ
φ
(
1− y
∗
k
)
−φx
∗
k
− (ǫ+ δ)
)
Su traza y determinante son T = −(φδ(h−1)
σh
+ǫ+δ+σ) y D = σ(ǫ+δ)(h−1), respectivamente.
Así:
Si h > 1, entonces T < 0 y D > 0. De donde, por el criterio traza-determinante para
sistemas bidimensionales, el equilibrio E2 es localmente asintóticamente estable.
si h = 1, entonces x∗ = 0
σ
= 0 y y∗ = 0
1
= 0, es decir, E2 = E1.
Si h < 1, entonces D < 0. Luego E2 es inestable.
La Figura 2-5 muestra las soluciones del sistema (2-1) con h > 1. En esta se observa que
el punto de equilibrio E2 es asintóticamente estable, es decir, la población de mosquitos
maduros e inmaduros crecen exponencialmente hacia los equilibrios x∗ ≈ 10175 e y∗ ≈ 7275,
respectivamente.
En el siguiente teorema se presentan los resultados donde se demuestra que el sistema (2-1)
no posee soluciones periódicas u órbitas cerradas en el interior de Ω.
Teorema 2.1.6. (Órbitas cerradas de (2-1))
El sistema (2-1) no presenta órbitas cerradas en el interior de Ω.
Demostración. Según resultados de Wiggins ([25], Teorema 1.1.4, p.26)
f(x, y) = δy − σx y g(x, y) = φx
(
1−
y
k
)
− (ǫ+ δ)y
entonces,
∂f
∂x
+
∂g
∂y
= −(ǫ+ δ + σ)−
φ
k
x
Como (x, y) ∈ Ω, entonces ∂f
∂x
+ ∂g
∂y
< 0. Por el criterio de Bendixon, el sistema (2-1) no tiene
órbitas cerradas en el interior de Ω.
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Figura 2-5.: Solución de (2-1): h ≈ 3,67; δ = 0,2; φ = 0,9; ǫ = σ = 0,143; k = 10000;
x0 = 200 e y0 = 150.
2.2. Análisis de sensibilidad
En esta sección se presenta un análisis de sensibilidad del umbral de crecimiento h y del equi-
librio de coexistencia E2 en términos de los parámetros que intervienen en el planteamiento
del sistema (2-1) con datos tomados de [1, 5, 8].
Un análisis de sensibilidad local es importante para determinar qué tanto influye un parámetro
en la variación de otro. Esto se logra haciendo variaciones pequeñas en el parámetro con el
índice de sensibilidad con mayor magnitud [4].
Si un parámetro P depende de otro parámetro p, su índice de sensibilidad está dado por
IPp =
p
P
∂P
∂p
2.2.1. Umbral de crecimiento
Reducir el umbral de crecimiento h del mosquito es una buena estrategia para controlar el
tamaño de su población, pero hay que tener cuidado al reducirla, ya que en el ecosistema
las consecuencias pueden ser muy graves si se elimina la población del medio. Por tal razón,
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antes de reducir el umbral de crecimiento es necesario hacer un análisis de sensibilidad a los
parámetros del cual depende.
Los índices de sensibilidad de h respecto a los parámetros φ, δ, ǫ y σ son
Ihφ = 1, I
h
δ = 1−
δ
ǫ+ δ
, Ihǫ = −
ǫ
ǫ+ δ
e Ihσ = −1
El parámetro más sensible para h es φ, seguido de los parámetros δ, ǫ y σ. La Tabla 2-1
muestra los índices de sensibilidad para h.
Tabla 2-1.: Índices de sensibilidad de h
Parámetro φ δ ǫ σ
Índice de sensibilidad 1 0,42 −0,42 −1
La Figura 2-6 muestra los gráficos que relacionan a h con los parámetros φ, δ, ǫ y σ, respec-
tivamente. En ellos se observa que los parámetros φ y δ son directamente proporcionales a
h, mientras que ǫ y σ son inversamente proporcionales. Una forma de controlar el tamaño de
la población del mosquito es disminuir cuidadosamente la tasa de ovoposición φ (parámetro
más sensible) o aumentar la tasa de muerte σ (parámetro menos sensible).
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Figura 2-6.: Gráficos de sensibilidad de h
La Figura 2-7 relaciona las componentes del equilibrio E2 con el parámetro φ. En el gráfico
se observa que para valores de φ menores a 0,245245, sus componentes son negativas y por
lo tanto, E2 /∈ Ω y además h < 1, lo cual implica que E1 es asintóticamente estable por
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resultados del teorema 2.1.1. Así mismo, si φ > 0, 245245, sus componentes son positivas y
por lo tanto, E2 ∈ Ω y además h > 1, lo que implica que E2 es asintóticamente estable por
resultados del teorema 2.1.5. Finalmente, si φ = 0,245245, E2 = (0, 0) = E1.
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Figura 2-7.: Componentes de E2 Vs. φ
De lo anterior se concluye que en φ = 0,245245 (h = 1), el sistema (2-1) sufre una bifurcación
de tipo transcrítica. En este caso, se observa que si el umbral de creciemiento del mosquito
h es menor o igual a 1, la población desaparece del medio; mientras que si h > 1, persiste en
el medio como se ilustra en la Figura 2-8.
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Figura 2-8.: Diagrama de bifurcación del sistema (2-1). − estable, −− inestable
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2.2.2. Equilibrio de coexistencia
Las componentes del equilibrio E2 en términos de los parámetros del sistema (2-1) se escriben
como
x∗ =
k (φδ − σ(ǫ+ δ))
σφ
e y∗ =
k (φδ − σ(ǫ+ δ))
φδ
Si el umbral de crecimiento del mosquito es mayor que 1, a medida que transcurre el tiempo la
población de mosquitos maduros se aproximan a x∗ y los mosquitos inmaduros a y∗. Teniendo
en cuenta esta condición, los índices de sensibilidad de x∗ respecto a los parámetros φ, δ, k,
ǫ y σ son
Ix
∗
φ =
1
h− 1
, Ix
∗
δ =
h
h− 1
(
1
σ
−
1
φ
)
, Ix
∗
k = 1,
Ix
∗
ǫ = −
ǫ
ǫ+ δ
(
1
h− 1
)
e Ix
∗
σ = −
h
h− 1
La Tabla 2-2 muestra los índices de sensibilidad de x∗. Se observa que el parámetro más
sensible para la población de mosquitos maduros es la tasa de desarrollo de estado inmaduro
a maduro δ.
Tabla 2-2.: Índices de sensibilidad de x∗
Parámetro φ δ k ǫ σ
Índice de sensibilidad 0,37 8,09 1 −0,16 −1,37
La Figura 2-9 muestra los gráficos que relacionan a x∗ con los parámetros φ, δ, k, ǫ y σ,
respectivamente. En ellos se observa que los parámetros φ, δ y k son directamente propor-
cionales a x∗, es decir, a medida que aumentan estos parámetros aumenta el tamaño de
mosquitos maduros, pero δ hace que se acelere aún más el crecimiento de esta población.
Por otra parte, ǫ y σ son inversamente proporcionales, es decir, a medida que aumentan estos
parámetros, disminuye la población de mosquitos maduros. Una estrategia para controlar el
tamaño de esta población, es disminuir cuidadosamente la tasa de desarrollo δ (parámetro
más sensible) o aumentar la tasa de muerte σ (parámetro menos sensible).
Los índices de sensibilidad de y∗ respecto a los parámetros φ, δ, k, ǫ y σ son
Iy
∗
φ =
1
h− 1
, Iy
∗
δ =
ǫ
ǫ+ δ
(
1
h− 1
)
Iy
∗
k = 1, I
y∗
ǫ = −
ǫ
ǫ+ δ
(
1
h− 1
)
e Iy
∗
σ = −
1
h− 1
La Tabla 2-3 muestra los índices de sensibilidad de y∗. Se observa que el parámetro más
sensible para la población de mosquitos inmaduros es la capacidad de carga de los criaderos
k.
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Figura 2-9.: Gráficos de sensibilidad de x∗
Tabla 2-3.: Índices de sensibilidad de y∗
Parámetro φ δ k ǫ σ
Índice de sensibilidad 0,37 0,16 1 −0,16 −0,37
La Figura 2-10 muestra los gráficos que relacionan a y∗ con los parámetros φ, δ, k, ǫ y
σ, respectivamente. En ellos se observa que los parámetros φ, δ y k son directamente pro-
porcionales a y∗, es decir, a medida que aumentan estos parámetros aumenta el tamaño de
mosquitos inmaduros, pero k hace que se acelere aún más el crecimiento de esta población.
Por otra parte, ǫ y σ son inversamente proporcionales, es decir, a medida que aumentan estos
parámetros, disminuye la población de mosquitos inmaduros. Una estrategia para controlar
el tamaño de esta población, es disminuir la capacidad de carga de los criaderos (parámetro
más sensible) o aumentar la tasa de muerte σ (parámetro menos sensible).
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Figura 2-10.: Gráficos de sensibilidad de y∗
3. Modelo de crecimiento poblacional
del Aedes aegypti con retardo de
tiempo distribuido
En este capítulo se plantea y analiza un modelo matemático mediante un sistema de ecua-
ciones diferenciales con retardo en las variables de estado, el cual representa la dinámica de
crecimiento del mosquito Aedes aegypti teniendo en cuenta el tiempo que tarda en pasar
de estado inmaduro a maduro. Mediante una sustitución adecuada se reduce a un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias, al cual se le halla los puntos de equilibrio y se hace
un análisis de estabilidad local en cada uno. Finalmente, con datos tomados de [1, 5, 8] se
presentan algunos resultados numéricos de las soluciones.
Para el planteamiento del modelo, se tiene en cuenta los supuestos, variables y parámetros
presentados en el sistema (2-1) y además, que la tasa de desarrollo δ en el presente, depende
de la cantidad de mosquitos inmaduros que haya en el pasado. Así, el número de mosquitos
maduros está limitado por la cantidad de mosquitos inmaduros que hubo antes, lo cual
produce un retardo de tiempo continuo en la variación de mosquitos inmaduros.
Este retardo de tiempo especifica en la población de mosquitos inmaduros, la incidencia o
peso del pasado en la población actual, denominando al término de retardo como la función
G. Por lo tanto, el crecimiento de la población de mosquitos maduros queda representado
por la expresión
δ
∫ t
−∞
G(t− τ)y(τ)dτ (3-1)
Sustituyendo el término de retardo (3-1) en el sistema (2-1), se tiene el modelo
x˙(t) = δ
∫ t
−∞
G(t− τ)y(τ)dτ − σx(t)
y˙(t) = φx(t)
(
1−
y(t)
k
)
− ǫy(t)− δ
∫ t
−∞
G(t− τ)y(τ)dτ
(3-2)
con condiciones iniciales x(0) = x0 e y(0) = y0. Donde G, como se dijo anteriormente, es un
término de retardo continuo. Generalmente, G : [0,+∞) → R+ es una función de densidad
de clase C1 que satisface
∫ +∞
0
G(t)dt = 1.
283 Modelo de crecimiento poblacional del Aedes aegypti con retardo de tiempo distribuido
Fargue en [6], establece la familia de funciones Gamma
Gm(t) =
am
(m− 1)!
tm−1e−at
como la forma general para la función de densidad G con a > 0 y m ∈ N.
Tratando de buscar que el modelo (3-2) corresponda a una situación más realista y debido
a que el comportamiento de las funciones Gamma para m ≥ 3 son iguales al caso m = 2, se
restringe el análisis a los casos m = 1 y m = 2.
3.1. Función Gamma, caso m = 1
En este caso, se considera la función de densidad G sobre la línea de tiempo t− τ como
G(t− τ) = ae−a(t−τ), a > 0
Reemplazando esta función Gamma en (3-2) se obtiene el sistema,
x˙(t) = δ
∫ t
−∞
ae−a(t−τ)y(τ)dτ − σx(t)
y˙(t) = φx(t)
(
1−
y(t)
k
)
− ǫy(t)− δ
∫ t
−∞
ae−a(t−τ)y(τ)dτ
(3-3)
Fargue en [6], muestra que un sistema con retardo de tiempo distribuido es equivalente a un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de dimensión superior. Con el fin de eliminar
la integral del sistema (3-3) se realiza la sustitución:
Q(t) =
∫ t
−∞
ae−a(t−τ)y(τ)dτ
O también,
Q(t) = a
(∫ s
−∞
e−a(t−τ)y(τ)dτ +
∫ t
s
e−a(t−τ)y(τ)dτ
)
, s ≤ t
Derivando Q(t) con respecto a t se obtiene
Q˙(t) = a
(∫ s
−∞
∂
∂t
[
e−a(t−τ)y(τ)
]
dτ +
d
dt
∫ t
s
e−a(t−τ)y(τ)dτ
)
= a
(
−
∫ s
−∞
ae−a(t−τ)y(τ)dτ + y(t)
)
= a (y(t)−Q(t))
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De este modo, el sistema (3-3) se transforma en
x˙ = δQ− σx
y˙ = φx
(
1−
y
k
)
− ǫy − δQ
Q˙ = a(y −Q)
(3-4)
con x(0) = x0, y(0) = y0 y Q(0) = Q0.
Introduciendo el tiempo s al sistema (3-4) mediante las transformaciones
x = Kw, y = Kz, Q = Kq, s = φt
se obtiene el sistema,
w˙ =
1
φ
(δq − σw)
z˙ = w(1− z)−
1
φ
(ǫz + δq)
q˙ =
a
φ
(z − q)
(3-5)
con w(0) = w0, z(0) = z0 y q(0) = q0, donde el punto denota diferenciación respecto a s.
Para el sistema (3-5) se hallan los puntos de equilibrio y se hace un análisis de estabilidad
local en cada uno. Nótese que x0 = kw0, y0 = kz0 y Q0 = kq0.
3.1.1. Puntos de equilibrio y análisis de estabilidad
Los puntos de equilibrio del sistema (3-5) se obtienen de la solución del sistema homogéneo,
1
φ
(δq − σw) = 0
w(1− z)−
1
φ
(ǫz + δq) = 0
a
φ
(z − q) = 0
Cálculos directos, muestran que sus soluciones son
E1 = (0, 0, 0) y E2 = (w
∗, z∗, q∗)
donde
w∗ =
δ(h− 1)
σh
, z∗ = q∗ =
h− 1
h
con h =
φδ
σ(ǫ+ δ)
, h > 0
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La matriz jacobiana asociada a la linealización del sistema (3-5) en el punto de equilibrio
genérico (w¯, z¯, q¯) es,
J(w¯, z¯, q¯) =


−σ
φ
0 δ
φ
1− z¯ −w¯ − ǫ
φ
− δ
φ
0 a
φ
− a
φ


Los siguientes teoremas son resultado del estudio de estabilidad local de los puntos de equi-
librio del sistema (3-5).
Teorema 3.1.1. (Estabilidad local de E1 del sistema (3-5))
Si h < 1, E1 es localmente asintóticamente estable.
Si h > 1, E1 es inestable.
Demostración. Evaluando la matriz J en el equilibrio E1 se obtiene,
J(E1) =


−σ
φ
0 δ
φ
1 − ǫ
φ
− δ
φ
0 a
φ
− a
φ


cuyo polinomio característico es
P (λ) = λ3 +
a1
φ
λ2 +
a2
φ2
λ+
a3
φ3
donde
a1 = a+ ǫ+ σ
a2 = a(ǫ+ δ + σ) + ǫσ
a3 = aσ(ǫ+ δ)(1− h)
Si h < 1, todos los coeficientes de P (λ) son positivos, y además
a1a2 = aσ(ǫ+ δ) + a(a+ ǫ)(ǫ+ δ) + σ(a+ ǫ+ σ)(a+ ǫ)
> aσ(ǫ+ δ)
> aσ(ǫ+ δ)(1− h) = a3
cumple las condiciones de Routh-Hurwitz. Luego, todas las raíces de P (λ) tienen parte
real negativa, lo que implica que E1 es localmente asintóticamente estable.
Si h > 1, entonces a3 < 0 y por el criterio de Routh-Hurwitz, P (λ) tiene al menos una
raíz con parte real positiva. Por lo tanto, E1 es inestable.
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La Figura 3-1 muestra las soluciones del sistema (3-4) con h < 1. Allí se observa que el
punto de equilibrio E1 es asintóticamente estable. Es de resaltar que la incidencia del retardo
hace que este decrecimiento se acelere cambiando el comportamiento de las poblaciones con
respecto a los resultados presentados en la Figura 2-3.
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Figura 3-1.: Solución de (3-4): h ≈ 0,82; a = 0,5; δ = φ = 0,2; ǫ = σ = 0,143; k = 10000;
x0 = 200, y0 = 150 y Q(0) = 450.
Teorema 3.1.2. (Estabilidad local de E2 del sistema (3-5))
Si h > 1, E2 es localmente asintóticamente estable.
Si h < 1, E2 es inestable.
Demostración. Evaluando la matriz J en el equilibrio E2 se obtiene,
J(E2) =


−σ
φ
0 δ
φ
1− z∗ −w∗ − ǫ
φ
− δ
φ
0 a
φ
− a
φ


cuyo polinomio característico es
P (λ) = λ3 +
a1
φ
λ2 +
a2
φ2
λ+
a3
φ3
donde
a1 = a+ σ + ǫ+ (ǫ+ δ)(h− 1)
a2 = a(σ + δ) + ǫ(σ + a) + (σ + a)(ǫ+ δ)(h− 1)
a3 = aσ(ǫ+ δ)(h− 1)
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Si h > 1, todos los coeficientes de P (λ) son positivos, y además
a1a2 = aσ(ǫ+ δ)(h− 1) + aδ(ǫ+ δ)(h− 1) + a(σ + δ)(a+ σ + ǫ)
+ ǫ(σ + a)(a+ σ + ǫ) + ǫ(σ + a)(ǫ+ δ)(h− 1)
+ (σ + a)(ǫ+ δ)(a+ σ + ǫ)(h− 1) + (σ + a)(ǫ+ δ)2(h− 1)2
> aσ(ǫ+ δ)(h− 1) = a3
cumple las condiciones de Routh-Hurwitz. Luego, todas las raíces de P (λ) tienen parte
real negativa. Así, E2 es localmente asintóticamente estable.
Si h < 1, por lo menos a3 < 0 y P (λ) no cumple las condiciones de Routh-Hurwitz, lo
que implica que tiene al menos una raíz con parte real positiva. Luego, E2 es inestable.
La Figura 3-2 muestra las soluciones del sistema (3-4) con h > 1. Allí se observa que el punto
de equilibrio E2 es asintóticamente estable. En comparación con la Figura 2-5, la influencia
del retardo Q(t) hace que las soluciones crezcan más rápido hacia el punto de equilibrio,
cambiando levemente el comportamiento de las soluciones.
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Figura 3-2.: Solución de (3-4): h ≈ 3,67; a = 0,5; δ = 0,2; φ = 0,9; ǫ = σ = 0,143;
k = 10000; x0 = 200, y0 = 150 y Q(0) = 4000.
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3.2. Función Gamma, caso m = 2
Ahora se considera la función de densidad G sobre la línea de tiempo t− τ como
G(t− τ) = a2(t− τ)e−a(t−τ), a > 0
Reemplazando esta función Gamma en (3-2) se obtiene el sistema,
x˙(t) = δ
∫ t
−∞
a2(t− τ)e−a(t−τ)y(τ)dτ − σx(t)
y˙(t) = φx(t)
(
1−
y(t)
k
)
− ǫy(t)− δ
∫ t
−∞
a2(t− τ)e−a(t−τ)y(τ)dτ
(3-6)
Con el fin de eliminar la integral del sistema (3-6) se realizan las sustituciones:
Q(t) =
∫ t
−∞
a2(t− τ)e−a(t−τ)y(τ)dτ y R(t) =
∫ t
−∞
ae−a(t−τ)y(τ)dτ
O también,
Q(t) = a2
(∫ s
−∞
(t− τ)e−a(t−τ)y(τ)dτ +
∫ t
s
(t− τ)e−a(t−τ)y(τ)dτ
)
, s ≤ t
R(t) = a
(∫ s
−∞
e−a(t−τ)y(τ)dτ +
∫ t
s
e−a(t−τ)y(τ)dτ
)
, s ≤ t
Derivando Q(t) con respecto a t se obtiene
Q˙(t) = a2
(∫ s
−∞
∂
∂t
[
(t− τ)e−a(t−τ)y(τ)
]
dτ +
d
dt
∫ t
s
(t− τ)e−a(t−τ)y(τ)dτ
)
= a
(∫ s
−∞
ae−a(t−τ)y(τ)dτ −
∫ s
−∞
a2(t− τ)e−a(t−τ)y(τ)dτ
)
= a (R(t)−Q(t))
Derivando R(t) con respecto a t se obtiene:
R˙(t) = a
(∫ s
−∞
∂
∂t
[
e−a(t−τ)y(τ)
]
dτ +
d
dt
∫ t
s
e−a(t−τ)y(τ)dτ
)
= a
(
−
∫ s
−∞
ae−a(t−τ)y(τ)dτ + y(t)
)
= a (y(t)−R(t))
De este modo, el sistema (3-6) se transforma en
x˙ = δQ− σx
y˙ = φx
(
1−
y
k
)
− ǫy − δQ
Q˙ = a(R−Q)
R˙ = a(y −R)
(3-7)
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con x(0) = x0, y(0) = y0, Q(0) = Q0 y R(0) = R0.
Introduciendo el tiempo s al sistema (3-7) mediante las transformaciones
x = Kw, y = Kz, Q = Kq, R = Kr, s = φt
se obtiene el sistema,
w˙ =
1
φ
(δq − σw)
z˙ = w(1− z)−
1
φ
(ǫz + δq)
q˙ =
a
φ
(r − q)
r˙ =
a
φ
(z − r)
(3-8)
con w(0) = w0, z(0) = z0, q(0) = q0 y r(0) = r0, donde el punto denota diferenciación
respecto a s. Nótese que x0 = kw0, y0 = kz0, Q0 = kq0 y R0 = kr0.
3.2.1. Puntos de equilibrio y análisis de estabilidad
Los puntos de equilibrio del sistema (3-8) se obtienen de la solución del sistema homogéneo,
1
φ
(δq − σw) = 0
w(1− z)−
1
φ
(ǫz + δq) = 0
a
φ
(r − q) = 0
a
φ
(z − r) = 0
Cálculos directos, muestran que sus soluciones son
E1 = (0, 0, 0, 0) y E2 = (w
∗, z∗, q∗, r∗)
donde
w∗ =
δ(h− 1)
σh
, z∗ = q∗ = r∗ =
h− 1
h
con h =
φδ
σ(ǫ+ δ)
, h > 0
Nótese que la estructura de los puntos de equilibrio del sistema (3-8) es la misma que los
puntos de equilibrio del sistema (3-5). Además, análogamente a los resultados de los teoremas
3.1.1 y 3.1.2, se verifica que:
Si h < 1, el punto de equilibrio E1 es localmente asintóticamente estable y E2 es
inestable.
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Si h > 1, el punto de equilibrio E2 es localmente asintóticamente estable y E1 es
inestable.
La Figura 3-3 muestra las soluciones del sistema (3-7) con h < 1. Allí se puede observar
que el punto de equilibrio E1 es asintóticamente estable. Se resalta que la incidencia de los
retardos Q(t) y R(t) hacen que cambie el comportamiento de las poblaciones con respecto a
los resultados presentados en la Figura 2-3.
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Figura 3-3.: Solución de (3-7): h ≈ 0,82; a = 0,5; δ = φ = 0,2; ǫ = σ = 0,143; k = 10000;
x0 = 200, y0 = 150, Q(0) = 450 y R(0) = 450.
La Figura 3-4 muestra las soluciones del sistema (3-7) con h > 1. En ella se observa que
el punto de equilibrio E2 es asintóticamente estable. En comparación con la Figura 2-5,
la influencia de los retardos Q(t) y R(t) hacen que las soluciones cambien levemente su
comportamiento.
3.3. Modelo con retardo de tiempo constante
En la siguiente sección se presentan resultados numéricos para el caso en el que el tiempo
de retardo es constante. Esto es, el tiempo promedio que tarda la población de mosquitos
inmaduros en alcanzar el estado maduro es un tiempo fijo T .
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Figura 3-4.: Solución de (3-7): h ≈ 3,67; a = 0,5; δ = 0,2; φ = 0,9; ǫ = σ = 0,143;
k = 10000; x0 = 200, y0 = 150, Q(0) = 4000 y R(0) = 4000.
De esta manera, la expresión
δy(t− T )
representa el número promedio de mosquitos inmaduros que alcazan el estado maduro. Por
lo tanto, la dinámica de crecimiento del mosquito teniendo en cuenta este tiempo de retardo
constante, está representada por el sistema
x˙(t) = δy(t− T )− σx(t)
y˙(t) = φx(t)
(
1−
y(t)
k
)
− ǫy(t)− δy(t− T )
(3-9)
con condiciones iniciales x(0) = x0 e y(0) = y0.
Los puntos de equilibrio del sistema (3-9) son los mismos del sistema (2-1), ya que éstos
representan soluciones constantes para los dos sistemas.
La Figura 3-5 muestra las soluciones del sistema (3-9) con h < 1. Allí se observa que
el punto de equilibrio E1 es asintóticamente estable. Es de resaltar que la incidencia del
retardo constante hace que la poblaciones de mosquitos maduros e inmaduros tarden más
tiempo en desaparecer del medio en comparación con los resultados presentados en la Figura
2-3.
La Figura 3-6 muestra las soluciones del sistema (3-9) con h > 1. Allí se observa que el punto
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Figura 3-5.: Solución de (3-9): h ≈ 0,82; δ = φ = 0,2; ǫ = σ = 0,143; k = 10000; T = 13;
x0 = 200 e y0 = 150.
de equilibrio E2 es asintóticamente estable. En comparación con la Figura 2-5, la influencia
del retardo constante hace que las soluciones tarden más tiempo en alcanzar su estado de
equilibrio.
38Modelo de crecimiento poblacional del Aedes aegypti con retardo de tiempo distribuido
0 50 100 150 200 250
0
2000
4000
6000
8000
10000
M
os
qu
ito
s 
M
ad
ur
os
Tiempo
0 50 100 150 200 250
0
1000
2000
3000
4000
5000
6000
7000
8000
M
os
qu
ito
s 
In
m
ad
ur
os
Tiempo
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 11000
0
1000
2000
3000
4000
5000
6000
7000
8000
M
os
qu
ito
s 
In
m
ad
ur
os
Mosquitos Maduros
0
100
200
300
400
0
5000
10000
0
5000
10000
TiempoMosquitos Inmaduros
M
os
qu
ito
s 
M
ad
ur
os
Figura 3-6.: Solución de (3-9): h ≈ 3,67; δ = 0,2; φ = 0,9; ǫ = σ = 0,143; k = 10000;
T = 13; x0 = 200 e y0 = 150.
4. Control óptimo poblacional del
Aedes aegypti
En este capítulo se plantea un problema de control óptimo para el sistema (2-1) aplicando
dos controles, uno a la población de mosquitos en estado maduro y otro a la población de
mosquitos en estado inmaduro. Se analiza el problema utilizando el Principio del Máximo
de Pontryagin [21]. Con datos tomados de [1, 5, 8] se comparan los resultados numéricos de
las soluciones del modelo con control y sin control.
El sistema de ecuaciones diferenciales que representa la dinámica de crecimiento poblacional
del Aedes aegypti con control es
x˙(t) = δy(t)− (σ + u1(t))x(t) = f1
y˙(t) = φx(t)
(
1−
y(t)
k
)
− (ǫ+ δ + u2(t)) y(t) = f2
(4-1)
Donde u1(t) y u2(t) son los controles que se aplican a los mosquitos maduros e inmaduros
en un tiempo t, respectivamente.
4.1. Problema de control óptimo
El problema a resolver esta formado por una función ligada al sistema de control (4-1) que
determina los costos directos e indirectos de aplicar dichos controles. Esta función relaciona a
la población de mosquitos maduros e inmaduros con sus respectivos controles. En este caso,
el control aplicado a los mosquitos maduros podría verse como un insecticida y el control
a los mosquitos inmaduros, como un larvicida o simplemente un control preventivo de la
población humana.
Para este caso, la función de costos es:
J(u1(t), u2(t)) =
∫ τ
0
L(X(t), u(t))dt
=
∫ τ
0
[
A1x(t) + A2y(t) +
η1
2
u21(t) +
η2
2
u22(t)
]
dt
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Los dos primeros términos del integrando representan los costos indirectos que se adquieren
al aplicar los controles en cada subpoblación del mosquito (las constantes positivas A1 y A2
equilibran estos costos) y los términos restantes, representan los costos directos. En este caso,
los controles u1 y u2 están definidos en una escala entre 0 y 1. Estos valores representan el
porcentaje de costo de la aplicación de cada control en un determinado período de tiempo,
y las constantes positivas η1 y η2 equilibran estos costos directos, es decir, el costo que los
proveedores de salud tienen presupuestado para los controles (en miles o millones de pesos)
[9].
Se trata de hallar un control óptimo u¯(t) = (u¯1(t), u¯2(t)) tal que:
J (u¯1(t), u¯2(t)) = mı´n
Θ
J (u1(t), u2(t))
donde,
Θ =
{
(u1, u2) ∈ L
2(0, τ) : 0 ≤ u1, u2 ≤ 1
}
El objetivo de aplicar estos controles es la eliminación total de los mosquitos, pero en la
práctica se debe tener cuidado, ya que su eliminación completa puede producir un problema
a nivel ecológico.
Por el teorema 4.1 de [7] (p. 68-69), dado el problema de control:

J(X(t),u(t)) =
∫ τ
0
L(X(t),u(t))dt
dX(t)
dt
= F(X(t),u(t)), ∀ t ≥ 0, ∀ u ∈ Θ
X(0) = X0
existe u¯ = (u¯1(t), u¯2(t)) tal que
J(u¯1, u¯2) = mı´n
Θ
J(u1, u2) (4-2)
Para obtener los controles óptimos del sistema (4-1) se utiliza el Principio del Máximo de
Pontryagin presentado en [21]. La función Hamiltoniana o función de Pontryagin está definida
como:
H(X(t), u(t), λ(t)) = L(X(t), u(t)) +
2∑
i=1
λifi
donde X(t) = (x(t), y(t)) es el vector de variables de estado, u(t) el vector de controles, λ(t)
el vector de variables adjuntas o conjugadas, fi el lado derecho de la ecuación i del sistema
(4-1) y L(X(t), u(t)) el Lagrangiano definido en J . En lo que sigue del texto se obviará (t)
de las expresiones que dependen del tiempo. De esta manera,
H(X,u, λ) = A1x+ A2y +
η1
2
u21 +
η2
2
u22 + λ1 [δy − (σ + u1)x]
+ λ2
[
φx
(
1−
y
k
)
− (ǫ+ δ + u2)y
]
+ v1u1 + v2(1− u1) + v3u2 + v4(1− u2)
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donde vi ≥ 0, i = 1, . . . , 2 son multiplicadores de penalización que satisfacen
v1u1 = 0, v2(1− u1) = 0, v3u2 = 0, v4(1− u2) = 0 (4-3)
Teorema 4.1.1. (Controles Óptimos)
Dados los controles óptimos u¯ = (u¯1, u¯2) y la solución X(t) de (4-1), existen variables
adjuntas λ1 y λ2 al sistema (4-1) que satisfacen
dλ1
dt
= (σ + u1)λ1 − φ
(
1−
y
k
)
λ2 − A1
dλ2
dt
=
φ
k
xλ2 + (ǫ+ δ + u2)λ2 − δλ1 − A2
con las condiciones de transversalidad: λ1(τ) = 0, λ2(τ) = 0.
Además,
u¯1(t) = mı´n
(
ma´x
(
0,
1
η1
xλ1
)
, 1
)
y u¯2(t) = mı´n
(
ma´x
(
0,
1
η2
yλ2
)
, 1
)
Demostración. La forma de las ecuaciones asociadas a las variables adjuntas del sistema
(4-1) son los resultados normales del Principio del Máximo de Pontryagin presentado en
[21], las cuales se definen como dλ
dt
= −HX(X, λ, u). Es decir,
dλ1
dt
= −
∂H
∂x
= −
(
A1 − (σ + u1)λ1 + λ2φ
(
1−
y
k
))
= (σ + u1)λ1 − φ
(
1−
y
k
)
λ2 − A1
dλ2
dt
= −
∂H
∂y
= −
(
A2 + δλ1 − λ2
φ
k
x− λ2(ǫ+ δ + u2)
)
=
φ
k
xλ2 + (ǫ+ δ + u2)λ2 − δλ1 − A2
con λ1(τ) = 0 y λ2(τ) = 0.
Aplicando las condiciones de primer orden
∂H
∂u1
= 0 y
∂H
∂u2
= 0
las ecuaciones óptimas de H respecto a u1 y u2 son
∂H
∂u1
= η1u1 − xλ1 + v1 − v2 = 0
∂H
∂u2
= η2u2 − yλ2 + v3 − v4 = 0
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Despejando u1 y u2 de cada ecuación, se obtiene
u1 =
1
η1
xλ1 −
(
v1 − v2
η1
)
(4-4)
u2 =
1
η2
yλ2 −
(
v3 − v4
η2
)
(4-5)
De las condiciones en (4-3), se presentan los siguientes casos:
Si 0 < u1 < 1, entonces de (4-3), v1 = 0 y v2 = 0. Sustituyendo estos valores en (4-4)
se obtiene que u1 = 1η1xλ1.
Si u1 = 0, entonces de (4-3), v1 ≥ 0 y v2 = 0. Sustituyendo estos valores en (4-4) se
obtiene que 0 = 1
η1
xλ1 −
v1
η1
, de donde v1 = xλ1.
Si u1 = 1, entonces de (4-3), v1 = 0 y v2 ≥ 0. Sustituyendo estos valores en (4-4) se
obtiene que 1 = 1
η1
xλ1 +
v2
η1
, de donde v2 = η1 − xλ1.
Por lo tanto,
u¯1(t) =


0 si 1
η1
xλ1 ≤ 0
1
η1
xλ1 si 0 < 1η1xλ1 < 1
1 si 1
η1
xλ1 ≥ 1
Similarmente, de (4-5) se obtiene
u¯2(t) =


0 si 1
η2
yλ2 ≤ 0
1
η2
yλ2 si 0 < 1η2yλ2 < 1
1 si 1
η2
yλ2 ≥ 1
Otra forma de caracterizar estos controles es
u¯1(t) = mı´n
(
ma´x
(
0,
1
η1
xλ1
)
, 1
)
y u¯2(t) = mı´n
(
ma´x
(
0,
1
η2
yλ2
)
, 1
)
El problema a resolver (problema de contorno) está formado por el sistema (4-1) con sus
respectivas condiciones iniciales, el sistema conjugado o sistema adjunto con las condiciones
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terminales o de frontera, y los controles óptimos. Es decir,

dx
dt
= F (x, u¯, λ)
dλ
dt
= G(x, u¯, λ)
x(0) = x0 , λ(τ) = 0
u¯1(t) = mı´n
(
ma´x
(
0, 1
η1
xλ1
)
, 1
)
u¯2(t) = mı´n
(
ma´x
(
0, 1
η2
yλ2
)
, 1
)
La Figura 4-1 muestra las soluciones numéricas que se obtienen al resolver el problema de
contorno. Allí se observa la efectividad de los controles sobre la población tanto de mosquitos
en el estado maduro como en el estado inmaduro. Para t ∈ [0, 8] las entradas de control u1(t)
y u2(t) sufren saturación, lo cual es normal para sistemas biológicos. En la práctica se debe
tener una buena monitorización de su aplicación, en este caso, para reducir la población de
mosquitos es recomendable aplicar los controles únicamente entre dos y tres días, ya que de
continuar con su aplicación puede ocasionar la eliminación total de la población.
0 1 2 3 4 5 6 7
0
100
200
300
400
500
600
M
os
qu
ito
s 
M
ad
ur
os
Tiempo
 
 
0 1 2 3 4 5 6 7
0
200
400
600
800
1000
M
os
qu
ito
s 
In
m
ad
ur
os
Tiempo
 
 
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
C
on
tr
ol
 u
1
Tiempo
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
C
on
tr
ol
 u
2
Tiempo
 
 
Con Control
Sin Control
Con Control
Sin Control
Figura 4-1.: h ≈ 3,67; δ = 0,2; φ = 0,9; ǫ = σ = 0,143; k = 10000; A1 = A2 = 1;
η1 = η2 = 0,75; τ = 7; x0 = 200 e y0 = 150.
5. Modelo de transmisión y control
constante del dengue con retardos
En este capítulo se plantea un modelo que representa la dinámica de transmisión de la
enfermedad del dengue mediante un sistema de ecuaciones diferenciales con retardo, teniendo
en cuenta el ciclo de vida del mosquito Aedes aegypti y su relación con la población humana
y se presentan algunos resultados numéricos de las soluciones.
Para el planteamiento del modelo se asume que
En la población humana, una persona puede pasar por todos o algunos de los siguientes
estados: susceptible (persona sana, no posee la enfermedad), infeccioso (persona que
tiene la enfermedad y puede transmitir el virus a mosquitos no portadores) e inmune
(persona que se ha recuperado de la enfermedad y tiene inmunidad permanente contra
ese serotipo). No se tiene en cuenta la reinfección a otro serotipo.
En la población del mosquito se distinguen dos grupos: los mosquitos maduros (porta-
dores y no portadores del virus) y los mosquitos inmaduros (huevos, larvas y pupas).
Una persona susceptible pasa al estado infeccioso, al ser picada por un mosquito maduro
portador, mientras que un mosquito no portador (mosquito sano) pasa a ser mosquito
portador al picar a una persona infecciosa.
En la Tabla 5-1 se definen las variables y parámetros que intervienen en el planteamiento
del modelo, y en la Figura 5-1 se muestra el comportamiento de la enfermedad relacionando
estas variables y parámetros.
De esta forma, la dinámica de transmisión de la enfermedad involucrando el ciclo de vida
del mosquito y la población humana está representada por el sistema (5-1).
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Figura 5-1.: Diagrama de compartimiento enfermedad
x˙1(t) = ηN − (1− u1)βy
y2
Y
x1 − µx1
x˙2(t) = (1− u1)βy
y2
Y
x1 − θx2(t− τ)− µx2
x˙3(t) = θx2(t− τ)− µx3
y˙1(t) = ω3z3(t− T3)− βx
x2
N
y1 − (δ + u2)y1
y˙2(t) = βx
x2
N
y1 − (δ + u2)y2
z˙1(t) = φ(y1 + y2)− ω1z1(t− T1)− (ǫ1 + u3)z1
z˙2(t) = ω1z1(t− T1)− ω2z2(t− T2)− (ǫ2 + u3)z2
z˙3(t) = ω2z2(t− T2)− ω3z3(t− T3)− (ǫ3 + u3)z3
(5-1)
con condiciones iniciales, x1(0) = x10, x2(0) = x20, x3(0) = x30, y1(0) = y10, y2(0) = y20,
z1(0) = z10, z2(0) = z20, z3(0) = z30.
Se presentan dos resultados numéricos de las soluciones del sistema (5-1). Las condiciones
iniciales y los valores de los parámetros para la primera se tomaron de forma hipotética,
con el objetivo de tener una perspectiva de cómo es el comportamiento de la enfermedad al
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aplicar los controles. Para la segunda, la estimación de los parámetros se hizo en base a datos
obtenidos por el Departamento Nacional de Estadísticas (DANE), la Organización Mundial
de la Salud (OMS) y la revisión de [1, 5, 8].
En la Figura 5-2 se percibe un brote epidémico aproximadamente en el transcurso del primer
mes, ya que la población de mosquitos portadores presenta un crecimiento haciendo que la
población humana infectada también lo haga. Sin embargo, al aplicar los controles se logra
reducir el tamaño de la población del mosquito implicando una disminución en el tamaño
de la población humana infectada.
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Figura 5-2.: η = 0,004; βy = 0,1; βx = 0,1; θ = 0,02; µ = 0,0035; δ = 0,05; φ = 0,5;
ωi = 0,05; ǫi = 0,123; i = 1, ..., 3; τ = T2 = 7; T1 = T3 = 3; u1 = 0,25;
u2 = 0,05; u3 = 0,1
La Figura 5-3 muestra los resultados que se obtienen al tomar datos reales. En este caso, se
observa que en los diez primeros días hay un brote epidémico, pero al aplicar los controles
se logra disminuir la población del mosquito haciendo que se reduzca levemente el tamaño
de la población humana infectada. Esto hace que al transcurrir el tiempo se elimine la
enfermedad del medio manteniendo una efectividad en los controles del 25%, 5% y 10%,
respectivamente. Es decir, para controlar la enfermedad es necesario aplicar los tres controles
teniendo una exhaustiva monitorización y vigilancia en la población natural de los mosquitos,
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con mayor peso en la utilización del control mecánico o control preventivo evitando eliminar
por completo al mosquito, ya que esto puede ocasionar tragedias mucho más graves a nivel
ecológico.
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Figura 5-3.: η = 0,05; βy = 0,75; βx = 0,75; θ = 0,1428; µ = 0,000042; δ = 0,0143; φ = 0,9;
ωi = 0,2; ǫi = 0,143; i = 1, ..., 3; τ = T2 = 7; T1 = T3 = 3; u1 = 0,25; u2 = 0,05;
u3 = 0,1
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Tabla 5-1.: Variables y parámetros del sistema (5-1)
Var./Par. Descripción
x1(t) Número promedio de personas susceptibles en un tiempo t
x2(t) Número promedio de personas infecciosas en un tiempo t
x3(t) Número promedio de personas con inmunidad a un serotipo en un
tiempo t
y1(t) Número promedio de mosquitos maduros no portadores del virus en
un tiempo t
y2(t) Número promedio de mosquitos maduros portadores del virus en un
tiempo t
z1(t) Número promedio de huevos viables en un tiempo t
z2(t) Número promedio de larvas viables en un tiempo t
z3(t) Número promedio de pupas viables en un tiempo t
N(t) Tamaño total de la población humana en un tiempo t
Y (t) Tamaño total de mosquitos maduros en un tiempo t
η Tasa de personas susceptibles que ingresan a la población
βy Probabilidad de transmisión del virus del mosquito al hombre
βx Probabilidad de transmisión del virus del hombre al mosquito
θ Tasa de personas infecciosas que adquieren inmunidad a un serotipo
µ Tasa de muerte natural en los humanos
δ Tasa de muerte por factores ambientales del mosquito maduro
φ Tasa de ovoposición de los mosquitos maduros
ω1 Tasa de huevos que pasan al estado larval
ω2 Tasa de larvas que pasan al estado de pupa
ω3 Tasa de pupas que pasan al estado maduro
ǫ1, ǫ2, ǫ3 Tasas de mortalidad natural de huevos, larvas y pupas, respectivamente
τ Tiempo que tardan las personas infecciosas en alcanzar la inmunidad
T1, T2, T3 Tiempos de desarrollo de huevos, larvas y pupas, respectivamente
u1 Control a la población humana
u2 Control a mosquitos maduros
u3 Control a mosquitos inmaduros
6. Conclusiones y recomendaciones
6.1. Conclusiones
Los modelos estudiados en esta investigación presentan dos puntos de equilibrio: uno que in-
dica la pérdida de población (equilibrio trivial) y otro que indica la permanencia del mosquito
en el medio (equilibrio de coexistencia). La estabilidad de estos puntos de equilibrio depende
del umbral de crecimiento h, esto es, si h ≤ 1 la población de mosquitos desaparece y si
h > 1 la población persiste en el medio. Es de resaltar que en este segundo caso, entre más
grande sea h mayor será la población de mosquitos, pero al transcurrir el tiempo, ésta se
aproximará al equilibrio de coexistencia.
Teniendo en cuenta que la eliminación total del mosquito puede ocasionar cambios en el
ecosistema, los mecanismos de control deben ser siempre enfocados el reducir el tamaño
de la población sin que h llegue a ser menor o igual que 1. Planteado esto y dado que
los resultados analíticos nos demuestran que la tasa de ovoposición φ es el parámetro más
sensible de h, se establece que una buena estrategia para disminuír el tamaño total de la
población es reduciendo levemente el valor de φ, lo cual en la práctica se puede hacer evitando
el desarrollo de criaderos en ambientes domésticos, logrando a su vez reducir la capacidad
de carga de los criaderos que es el parámetro más sensible de la población de mosquitos en
estado inmaduro. Además de ello, este mecanismo de control logra optimizar recursos, en
cuanto su costo de aplicación es más bajo.
Teniendo en cuenta que en la población madura del mosquito el parámetro más sensible
es la tasa de desarrollo δ, la aplicación de un control se debe centrar en reducir levemente
esta tasa. Si se habla de un control químico, resulta de gran utilidad el uso de larvicidas, ya
que el insecticida aumenta la tasa de muerte y disminuye sólo de momento la presencia del
mosquito maduro, mientras que el larvicida la logra reducir a largo plazo.
Por otra parte, dado que el ciclo de vida del mosquito pasa por diferentes estados, considerar
el tiempo que tarda un mosquito en pasar de un estado a otro hace que el modelo corresponda
a una situación más realista.
En las figuras 6-1 y 6-2, se comparan las soluciones de los modelos propuestos. En la Figura
6-1 se presenta el caso en que h < 1. Allí se observa que si bien las soluciones de los tres
modelos se aproximan al punto de equilibrio trivial, las gráficas que representan al modelo
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con retardo constante y distribuido presentan algunos crecimientos en ciertos intervalos de
tiempo debido a que en estos modelos se tiene en cuenta el número de mosquitos que habían
en un tiempo anterior. De esta manera, en la gráfica de mosquitos maduros, la solución del
sistema (3-9) crece inicialmente debido al ingreso a la población de los mosquitos que faltaban
por madurar. Los crecimientos repentinos que se presentan en la solución del sistema (3-7)
se deben al ingreso periódico de mosquitos que maduran.
De manera análoga, se tiene en cuenta que en la gráfica de mosquitos inmaduros, las solu-
ciones de los sistemas con retardos presentan crecimientos debido a la ovoposición anterior
de mosquitos maduros.
Así mismo, en la Figura 6-2 se observa que, si bien las soluciones de los tres sistemas
presentan comportamiento similar, los modelos en los que hay presencia de retardo difieren
un poco a las soluciones del sistema sin retardo debido a la incidencia del pasado en la
población actual.
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Figura 6-1.: Solución de los sistemas (2-1), (3-7) y (3-9): h ≈ 0,82; a = 0,5; T = 13;
δ = φ = 0,2; ǫ = σ = 0,143; k = 10000; x0 = 200 e y0 = 150.
Finalmente, la Figura 5-3 nos indica que reducir el tamaño de la población del mosquito
involucra cambios significativos en la propagación de la enfermedad en la población humana,
ya que aumentaría el número de personas susceptibles y la mayor parte del tiempo, el número
de personas infectadas sería menor.
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Figura 6-2.: Solución de los sistemas (2-1), (3-7) y (3-9): h ≈ 3,67; a = 0,5; T = 13; δ = 0,2;
φ = 0,9; ǫ = σ = 0,143; k = 10000; x0 = 200 e y0 = 150.
6.2. Trabajo a futuro
Realizar un análisis de estabilidad para el sistema (3-9), teniendo en cuenta que la
derteminación de los valores propios asociados a la linealización del sistema implica la
solución a una ecuación transcendental (ecuación cuasi-polinómica) [10].
Realizar un análisis de estabilidad al sistema (5-1), ya que este modelo ayuda a preveer
la evolución de la enfermedad en la población humana teniendo en cuenta la población
del mosquito transmisor.
Resolver el problema de control óptimo para el sistema con retardo distribuido y retardo
constante (Anexo A)
A. Anexo: Problema de control
óptimo con retardo
A.1. Con retardo distribuido
Se plantea el funcional objetivo de costos directos e indirectos:
J(u1(t), u2(t)) =
∫ tf
0
{x(t) + y(t) +
η1
2
u21(t) +
η2
2
u22(t)}dt
ligado al sistema de ecuaciones integro-diferenciales:
x˙(t) = δ
∫ t
−∞
G(t− τ)y(τ)dτ − (σ + u1(t))x(t)
y˙(t) = φx(t)
(
1−
y(t)
k
)
− (ǫ+ u2(t))y(t)− δ
∫ t
−∞
G(t− τ)y(τ)dτ
con condiciones iniciales x(0) = x0 e y(0) = y0.
Donde tf es un tiempo fijo, η1, η2 constantes positivas y u1(t), u2(t) los controles que se
aplican a la población de mosquitos maduros e inmaduros en un tiempo t, respectivamente.
Se trata de hallar un control óptimo u¯(t) = (u¯1(t), u¯2(t)) tal que:
J (u¯1(t), u¯2(t)) = mı´n
Θ
J (u1(t), u2(t))
donde,
Θ =
{
(u1, u2) ∈ L
2(0, τ) : 0 ≤ u1, u2 ≤ 1
}
A.2. Con retardo constante
Se plantea el funcional objetivo de costos directos e indirectos:
J(u1(t), u2(t)) =
∫ tf
0
{x(t) + y(t) +
η1
2
u21(t) +
η2
2
u22(t)}dt
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ligado al sistema:
x˙(t) = δy(t− T )− (σ + u1(t))x(t)
y˙(t) = φx(t)
(
1−
y(t)
k
)
− (ǫ+ u2(t))y(t)− δy(t− T )
con condiciones iniciales x(0) = x0 e y(0) = y0.
Donde tf , T son tiempos fijos, η1, η2 constantes positivas y u1(t), u2(t) los controles que se
aplican a la población de mosquitos maduros e inmaduros en un tiempo t, respectivamente.
Se trata de hallar un control óptimo u¯(t) = (u¯1(t), u¯2(t)) tal que:
J (u¯1(t), u¯2(t)) = mı´n
Θ
J (u1(t), u2(t))
donde,
Θ =
{
(u1, u2) ∈ L
2(0, τ) : 0 ≤ u1, u2 ≤ 1
}
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